Nedbgr i millimeter

Malt pa Flesland og Tyholt:

Mnd |Tyholt|Fleslan
1 -3.2 0.8
2 -2.5 0.7
3 0 2.3
4 3.2 4.8
5 8.7 9.3
6 12 12.1
7 13.1 13.3
8 13 13.3
9 9.3 10.6

10 5.8 8
11 0.7 3.9
12 -1.6 1.8

Utfarer to sinus-regresjoner for a finne ut hvordan temperaturene svinger
gjennom ett ar pa Flesland og Tyholt:

Sinusoidal Regression
regeQ2(x) = 8.29546*sin(.542965*x+-2.32505)+5.15401

Sinusoidal Regression
regeQ(x) = 6.54874*sin(.552*x+-2.47254)+7.04668

143
13 N

117 \
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Hva sier dette oss om middeltemperaturene i Bergen og Trondheim? Hvor er
vintrene hardest?



Sally Fishbeck (Rochester Institute of Technology), tilrettelagt for Tl Interactive av Ray Barton (Olympus High
School), til norsk ved @istein Gjgvik (ALT-HiST).

Et sammentreff nar vi ser pa tredjegradsfunksjoner

Vi definerer fgrst en tredjegradsfunksjon. Denne kan vi endre senere.
f(x)=2x"+6x"-45x-135

Vi trenger a vite hvor vi finner nullpu nktene til denne. Dette er fort gjort :
zeros(f(x),x)  {-3,-15,15}

Vi tegner sa inn tangentlinjen til funksjonen ved middelverdien av to av
rgttene:

-15+15
2

- x1 0.

Vi har da altsa punktet vi skal ha tangenten i, nemlig (xl, f<X|>>. Vi trenger
ogsa stigningstallet: Det finner vi raskt ved derivasjon

d
— (f(x X=x1-m -4.5
4 (1601
Vi kan da sette opp funksjonsuttrykket t(x) for tangenten:

t(x) =m-(x - x1) + f(x1)

Tegner sa opp funksjonen og tangenten i et koordinatsystem:

10
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Ser du noe spesielt med denne grafiske fremstillingen?

Oppgaver:



Sally Fishbeck (Rochester Institute of Technology), tilrettelagt for Tl Interactive av Ray Barton (Olympus High
School), til norsk ved @istein Gjgvik (ALT-HiST).

1. Ga tilbake og pregv og gjenta prosessen med to andre rgatter.
2. Prgv sa og finn ditt eget polynom med tre ratter (forskjellige ratter) og
prgv det samme.
3. Vis at det generelt er slik.
|
Oppgave 3:
f(x) =k(x-a)(x-b).(x-c)

"Done"
expand (f (x))

kx® - akx” - bkx” - ckx’ +abkx +ackx +bckx - abck

ath —x1

a+b
2

j—x<f<x))|x=xl—>m

-(az -2ab+ bz)-k
4
t(x) =m.(x - x1) + f(x1)
"Done”
zeros(t(x), X)

{c}




Finn funksjonsgrafen!

Klikk pa en av glidekontrollene under og bruk knappene pa sidene til &
variere variablene a, b og c. Merk at kurven og funksjonsuttrykket varierer i
henhold til dine endringer.

Prgv a finne samme graf som datapunktene som er oppgitt!

al il 17
b« il 17
c il Il

f(x) =ax +bx+c

i) =-5x+6:x+3

Finn Grafen
10
8_
2 2 — 2 2
6_ [ ]
4 )
* o |®
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Et merkelig sammentreff ved fjerdegradsfunksjonene

2 3 4
Se pa en generell fjerdegradsfunksjon: y(x) =m0 +mlx+m2x"+m3x +mdx

Denne har andrederivert: i L
dx \ dx

Vi kan finne de generelle uttrykkene for vendepunktene slik:

(y(x)>j — 12.m4x" + 6:m3-X + 2m2

J-3(8m2mé4 - 3m3%) - 3m3
12.m4 '
([-3(em2m4-3m3) +3m3)
12.m4

zeros(j—x (j_x (y(x))) x)

Vi skal bruke disse uttrykkene senere.
d-b

c-a

Definerer s& stigningstall mellom punktene (a,b) og (c,d): stall(a, b, c, d> =

rettlinje(a, b, ¢, d) =stall(a, b, c,d).(x -a) +b

En rett linje kan sa defineres slik:

Som vi ser blir det litt stygge uttrykk & regne med nar vi tar utgangspunkt i den generelle
fjerdegradsfunksjonen. Anta derfor at vendepunktene er a og b. Altsd at a og b er
nullpunktene til den andrederiverte, som regnet ut ovenfor. Vi kan integrere den
andrederiverte to ganger for a finne en alternativ mate a skrive et generellt
fijerdegradspolynom pa:

q(x) = integral(integral(12.m4.(x - a)-(x - b), x, m1), x, m0)

Denne alternative maten & skrive polynomet pa blir da:

q(x)  =m4x'-2(a+b)max’ +6abmax’+mix +mo
Vi finner s& ut hvor pa grafen de to vendepunktene ligger:

a@):

4 3 2 4 3
mda - 2.(a+b)m4a +6abmsa” +mla+mo = -(a )-m4 +4.a"-b-m4 +aml+mo0
q(b): mab" - 2.(a+h) mab® + 6.abmab’ +mlb +mo —4ab’m4-b'md +bml+mo

Lager sa linja fra (a,q(a)) til (b,q(b):
I(x) = rettlinje(a, -<a4> m4 + 4-a3~b-m4 +aml+ mo0, b, 4-a-b3~m4 - b4-m4 +bml+ mO) _

Denne linja far dermed formen:

I(x) -<a3-m4 -3a bm4 - 3ab’ms +b>mé - m1> X +a bm4-3a° b m4 +ab ma+mo

Finner sa skjaeringspunktene mellom q(x) og I(x):



oal5ry)-p(5-1)
2

=aorx=»h

sohve(q(x) = 1(x), x)

Etter en ide pad Novemberkonferansen 2005.
Distein Gjavik (oisteing@stud.ntnu.no)

_@lB-0-b(E+D)
2

Her ser vi altsd at a og b er to av punktene hvor grafene skjeerer hverandre, mens de to

andre er relatert til disse via det gylne forholdstall, phi.

Vi kan se pa et talleksempel for & tegne dette grafisk:
Juster paramterene til y(x) her:

moO: 2 = 3
m1: /| _ 3
m2: | = -
m3: | [ 2
m4: ﬂ J ﬂ

Polynomet har med disse parameterene formen y(x)
Vendepunktene til denne er:

e -3(sm2ma-3m3?) -3m3  [7+1
' 12.m4 -3

_-(7-1)
3

0og

- -(J-S-(S-mZ-m4 -3m3’) + 3-m3)
' 12.m4

\"

Punktene tegner vi ogsa inn pa grafen (rede punkter).

= 3-x4 - 4-x3 - 12-x2 +5

Tegner ogsa inn linja mellom de to rgde punktene: |<X> = rettlinje(vl, y(vl), V2, y(v2>)

8
5
2
9
6

I By I N I B— —

= 2 4 6 8

3
-6
-9
-12
-15
-18

Skjeeringspunktene er gitt ved

1
1
1
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solve(y(x) = 1(x), ) X:‘/?S;lorx:‘g/?g'ﬂorx:‘/zﬂorx:ms'l)

To av disse er vendepunktene. Vi kan bruke relasjonen vi fant generellt for & finne at de
andre to punktene er relatert til de to fagrste via de gylne forhold.

XL = (1+J§\_V1+ (ﬂ\vz _ 7+ 1>é<ﬁ+ 1) , (7- 1)(.3@3- 1)

2 ) 2 )
XR = (“ﬁ\.\,u (ﬂ\~vl (7 (5-1)  (7-0)(5+1)
2 ) 2 ) 6 5

Pragv selv med andre fjerdegradsfunksjoner ved & dra i glidebryterne.

For eksempel: x'-10x% +24x" +5x -1 og x'-2x° - 36x° +5x - 1
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Fourieranalyse med TI Interactive!

Vi ma farst definere funksjonen vi skal utfare Fourieranalysen pd. La oss si f (x) = x

S& trenger vi definisjonen av Fourierkoeffisientene. Disse er a(n) = ES J (f(x)-cos(n-x)) dx og
T J-zn

b(n) = 1 J (f(x)sin(n-x)) dx . Vi lager en variabel som sier hvor mange ledd vi skal ha med i
T Jn

partialsummen, for eksempel p. Dra i denne glidekontrollen for & justere graden til det starste
leddet. « _ xp =3

p
Partialsummen er gitt ved s(x) = ;-a(o) + ¥ (a(i)-cos(ix) +b(i)sin(ix)) . Vikan da tilslutt
i=1
tegne opp grafen til f og partialsummen i samme koordinatsystem.
Prav ut forskjellige funksjoner som f og se hvordan dette pavirker Fourierrekka. Prgv for eksempel
med X, x"2, X3, x4, sinx, Inx, tanx, abs(x)
0sV.

or Den bla kurven er grafen til f, mens den rad
81 kurven er grafen til s.
o Dokumentet (grafen) blir automatisk
ar oppdatert ndr du har forandret p&
o funksjonen f farst i dokumentet. Men husk
SV e at beregning av Fourierkoeffisienter er
5 -4 ¥ -2 A~ 1 2 3\ 4 krevende, sa ikke velg altfor mange ledd i
21 \/ partialsummen (en p-verdi pa ca. fem er ofte
al nok til & f& en bra tilnzerming).
-6 i Ogsa intervallet man skal fa fourierrekka til
-8+ a likne pa f pa er tilfeldig, men fra -pi til pi
0L er ofte gunstig av regnetekniske arsaker.

Nevner tilslutt at man ikke kan utvide

ALLE funksjoner i fourierrekker, men
nesten. Det vil si ALLE funksjoner har en Fourierrekka, men det er ikke alltid at Fourierrekka vil
likne pa funksjonen. Men til vart formal holder det & vite at funksjonene vi har bruk for og kommer
borti i praksis ikke byr pa noen problemer. De sakalt "vanskelige" funksjonene er stort sett
obskuriteter som ikke er pensum innenfor vanlig skole eller studium.



(c)2003 Gistein Gjgvik
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Oppgaver:

Oppgave 1: Finn uttrykk for generelle Fourierrekker pa intervallet -L til L (i stedet for -pi til pi) og
lag et dokument der du kan endre L og fa grafen automatisk justert.

Oppgave 2: Sammenlikn Fourier-utviklingen av funksjonene x og |x| . Hva observerer du? Hva
kan veere arsaken til dette?

Oppgave 3: Klarer du & illustrere Gibbs fenomen?



(c)2003 Gistein Gjgvik
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Svar og tips pa oppgavene

Oppgave 1

Generelle Fourierrekker finner vi p& samme mate. Definer funksjonen f (x) = ?-x. Bestem
intervallet vi definerer funksjonen pa ved a flytte venstre endepunkt med a dra i glidekontrollen:

E - 2L =2

Lag sa Fourierkoeffisientene:
L L

a(n) = S £ (x)-cos| 2T N dx ogb(n) = LS £ (x)-sin| 27X N dx
L L)) L L))
-L -L '
Lag til slutt partialsummen.
Sett farst det starste leddet til grad -+ = slp =2
1 P . X ) ~ . (ixqm )
s(x) =—a(0) + X [a(i)-cos + b(i)-sin
(0 =00 + 3 alieos 2%+ s X%
Tilslutt tegner vi opp funksjonen
f sammen med partialsummen.
10

-10
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|
Oppgave 3

Vi illustrerer Gibbs fenomen ved a lage en Fourier-framstilling av en av de enkleste funksjonene vi

har:
f(x) = {1 x<0
Hvis -1 x20 44 L=1p =304 8 far vi falgende graf.
(L
a(n) = S f (x)cos| 17X N dX
L L))
J-L
(L
b(n) = ES £ (x)-sin| 27X ) dx
L L))
J-L

() = La(0) + é{aG) ,COS[ s j o) 'Sin( s D

Na kan du forsgke & justere graden til p igjen. Ikke velg p for stor, da kommer det til & ta lang tid &

.
AN
|
A g / >
ARV,
Al

regne ut!



En mate & se sammenhengen i addisjon av funksjoner

Definer farst en funksjon sammensatt av to andre

g(x) =dx’ og h(x) =asin(bx - c)

Sett s& sammen disse to funksjonene til en: f(x) =g(x) +h(x)
Juster parametrene a,b,c og d ved & dra i disse glidebryterne:

a il ml
b <l il ol
c m H
d . 7]

... 0g sa tegner vi tilslutt grafen:
f(x)  2sin(4.3x-6.9)

10
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-6
-8
-10

1111111 1

Merk at vi ved & sette d=0 far en vanlig sinusfunksjon



Gauss' paskeformel

Gauss utviklet en algoritme for & beregne nar det er paske. Still fgrst inn arstallet ved &
dra i glidebryteren, og sa gar vi gjennom Gauss' algoritme etterpd!

jj _J _:J 2008

Sa gjar vi algoritmen var...

remain(year, 19) »>a 13
remain(year,4) b 0
remain(year,7) »>c 6

remain(19a + 24,30) »>d 1
remain(2b +4c+6d+57) >e 0
22+d+e— f 23

d +e -9 — aprildato -8

aprildato t>31
t) =
9t i t<31

m(x) = {mars x <31

april  x>31
19 z=26
s(z) =
@ {18 2=25

Paskedagen er altsa pa 23. mars
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Svingninger pa en gitarstreng

. . . . 1 |Tyg
Nar en streng (f.eks. en gitarstreng) svinger, er frekvensen f gitt ved f(L) = ﬁ ,
o p-n

der L er lengden pa strengen, d er diameter pa strengen, T er kraften/spenningen i
strengen (malt i kg) g er tyngdeakselerasjonen og p er tettheten til materalet strengen er

laget av.

Tyngdeakselerasjonen g er fast pa g .= 9.81m/s™2

Spenningen i strengen kan vi justere her. Denne er oppgitt som kg. pa en strengpakke.
V ser at denne ganges med g i formelen, slik at kraften blir malt i newton (N).
T: 4] il

Tettheten til materialet setter vi inn her; p = 8908 kg/m~3.

Diameter er som regel malt i millimeter, juster denne her:

Diameteren i mm: _*| _ | Alts& er diameteren ./ mm.

Denne gjer vi sa om til meter for & holde oss til standard enheter; da far vi .0007 m.

Vi kan da skissere frekvensen som funksjon av lengden pa strengen.

I eksemplet har jeg i utgangspunktet valgt den tynneste e-strengen, lagd av nikkel.
Grafen til funksjonen f som funksjon av lengde er skissert under.

La oss i tillegg legge inn en rett linje pa en eller annen frekvens, f.eks. 440:

Juster linja her:

2 1 | Frekvensen

er her 440Hz.

Vi gnsker a finne hvor lang en streng ma 976
veere for a fa til denne frekvensen. Altsa 915
hvilken | som gir denne f. ?gg
sohve(f(1)=q,1) > s -
| =.175971 671

. s o 610
Vi ma altsa ha en streng som er 549
1001 = 17.5971 centimeter lang 488

366

305

244

Stemmer dette? Velg frekvensen for en A 183
og se om avstanden som males opp er 122

rett! 61
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Heksehatten

Et eksempel for a vise at Tl Interactive! kan illustrere og berike begrepene vi har om
avanserte matematiske temaer. Vi ser na pa det kjente eksemplet med heksehatten, der
hensikten er & gi et eksempel som viser forskjellen pa punktvis og uniform konvergens.

Her justerer vi n , som er indeksen i funksjonsfglgen: El - 1
Definerer sa funksjonsfalgen f(n,x):

O<xandx < 1
2.4" x AU
f( > <xandx < 1
n, x) = — <—
22"(2"x-1) 20V 2"
1
X >
0 2"

Det man kan observere er at funksjonsfglgen konvergerer punktvis mot O (for hver fiksert
x=>0), men aldri blir helt lik grensefunksjonen f=0, konvergensen er ikke uniform. Vi
observerer ogsa at arealet under kurven holder seg konstant lik 1/2.

30
28
26
24
22
20
18
16
14
12
10
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/ (n+1) 1/2n
J'l T (24"x) ax+ (22"(2"x-1)) ax =+
0 l/2<n +1) 2
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Maling av temperatur i lik

Faglgende temperaturer ble registrert da politiet kom til astedet ved t=0. Dette er
temperaturforskjeller mellom omgivelsene og rommet liket ble funnet i.

L1 L2

HIWIN = |O
O[O [N |00
W O oW |w

En eksponensial-regresjon viser oss hvordan temperaturutviklingen

vil fortsette, og har veert fgrut for etterforskningen.

Exponential Regression
y(X) = 8.23815*.894937”x

Denne funksjonen tegner vi opp i koordinatsystemet, sammen med maleverdiene.
Temperaturen ute var ti grader, sa forskjellen er 27 grader. Still inn glideren her pa 27

grader: ~

[ [ 27

FEATTTTT

-20-16-12 -8 -4

Vi kan da lgse likningen c=y(x) for & finne nar

drapet ble utfert: solve(c = y(x), x) x =-10.6941
Det er altsd 10.7 timer fra drapet blir begatt og til politiet er pa astedet.



Promille

Falgende alkoholmengder kan du ga ut fra:
En halv liter gl: ca. 20 gram alkohol
Et glass vin (15cl) : ca. 12 gram alkohol
En flaske vin: ca. 60 gram alkohol
Et glass akevitt (4 cl) : ca. 13 gram alkohol

Oppgave: Lag en aktivitet som kommer fram til en graf av promille som funksjon av tiden
etter farste glass.
A

— - h(kjonn) t
g(kjonn)-M (kjonn)

. Her er P promillen,

Formelen for & beregne promille her P<t> =

t er tiden etter fagrste inntak, A er alkoholinntak, M er massen i kg, mens g og h er
konstante faktorer (men som er avhengig av kjgnn) . Disse er

056 x=-1 0.085 x=-1
= h(x) =
9(x) {0.68 y=1 °9N0 {0.1 x=1

Still inn kroppsvekten din her: M 2] = 2 76kg

Alkoholinntak her:

Glass akevitt: ~l 3 0
Halvlitere: 2 _ 2 4
vinglass: o 3 0
vinflasker: KN 2 0
Inntaket blir da 80 gram alkohol.

Angi kjgnn her: Kvinne 2l 1 Mann

Se graf over promilleutviklingen pa neste side. Kan du finne en mer ngyaktig mate a
beregne dette pa ved a sgke pa Internett etter andre formler? Klarer du & finne logiske
"brister" ved & se pa ekstremtilfeller ved denne utregningen?



| I I I SN R N S R S E— |
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X = 22.1141 timer for du er edru.
Det tar



A se sammenhengen mellom vinkel x, sin(x) og
enhetssirkelen

Ny verdi for vinkelen a, som vi skal bruke: _+/ _ - 1.8

2 2r

il
.

Vi kan ogsa sette de to grafene inn i samme koordinatsystem

2L

2r-

Her kan vi legge til en eller annen slags utregning for & male lengden av
linjene hvis vi gnsker det



Til slutt kan vi jo vise at det gar an & tegne inn vinkelen:

Ny verdi for a: | = o
2r 2
1_
2 2 R 1 2 5 4 5 & 7 8 910
-1
2L 2L
Vi kan ogsa sette de to grafene inn i samme koordinatsystem
2_
-7 ——1-- A PEr
’ \\\\ ‘n‘
l‘l | ‘i I \I\ I I I ]
-1 1 2 3 4 5 6. 7
\_:]:___, - e -
2L

Her kan vi legge t

il en eller annen slags utregning for & male lengden av

linjene hvis vi gnsker det



Undersgke Taylorpolynomer

Vi definerer en funksjon h:
h(x) =sin(x)  "Done"

Grad p& Taylorpolynomet vi skal finne: n: | _|
f(x) = Taylor(h(x), x,n)  "Done"

3

f(x) :x—t5

factor(f (x), x) xx+ Ji)(x -/6)

Vi ser av denne faktoriseringen at vi ikke kan hape pa a fa et n'te grads
Taylorpolynom til & ha n nullpunkter, eller til & "fglge etter" sinus-funksjonen

i n bglgetopper og -bunner.

Tegner opp funksjonen med Taylorrekke i samme koordinatsystem:

10
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ANSIKT

Definerer falgende funksjoner og tegner inn i samme koordinatsystem pa neste side.
hode(x) = {Tl)xz +18|x>-85andx <85  "Done"

2
mule1(x) = 065-49x g |x>-12andx <12  "Done"
144
2
mule2(x) = - % -5|x>-12andx <12  "Done"

nese(x) = %-xz |x>-4andx <4  "Done"

2
munn(x) = ;_O -8[x<9andx>-9  "Done"
venstreoere(x) = -2.(x +2.7)° +18|x <-2and x > -42  "Done"
hoeyreoere(x) = -2:(x - 2.7)° +18|x <4.2andx >2  "Done"
venstreoeyel(x) =y3- (x-3)° +10  "Done"
venstreoeye2(x) =-{3- (x-3)° +10  "Done"

hoeyreoeyel(x) =y3- (x +3)° +10  "Done"
hoeyreoeye2(x) =-(3- (x +3)° +10  "Done"

Oppgaver eller aktiviteter:

- Gjem funksjonsuttrykkene og bruk funksjonen f(x) nedenfor til & prave og finne ut hvilke av
funksjonene i ansiktet som er parabler.

- Prgv a endre funksjonsuttrykket i munn(x) for a skifte humgar pa ansiktet!

f(x) =ax’+bx+c  “Done"

[l il LT il I X o 7]
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